
Variational version of thermal conduction fluctuations in the context of the most probable route

This article has been downloaded from IOPscience. Please scroll down to see the full text article.

1987 J. Phys. A: Math. Gen. 20 5379

(http://iopscience.iop.org/0305-4470/20/15/049)

Download details:

IP Address: 129.252.86.83

The article was downloaded on 31/05/2010 at 15:14

Please note that terms and conditions apply.

View the table of contents for this issue, or go to the journal homepage for more

Home Search Collections Journals About Contact us My IOPscience

http://iopscience.iop.org/page/terms
http://iopscience.iop.org/0305-4470/20/15
http://iopscience.iop.org/0305-4470
http://iopscience.iop.org/
http://iopscience.iop.org/search
http://iopscience.iop.org/collections
http://iopscience.iop.org/journals
http://iopscience.iop.org/page/aboutioppublishing
http://iopscience.iop.org/contact
http://iopscience.iop.org/myiopscience


J .  Phys. A: Math.  Gen.  20 (1987) 5379-5392. Printed in the U K  

La version variationnelle de fluctuation de la conduction 
thermique dans le contexte du parcours le plus probable 

0 V Minine 
Departement d e  Physique, lnstitut d e  la Mecanique d e  Precision et de I’Optique, 
Sablinskaya 14, 197101 Leningrad, URSS 

R e p  le 10 octobre 1986, presentation definitive le 24 mars 1987 

Resume. Dans le cadre d e  I‘hypothese d’equilibre local et a I‘aide de la fonction d e  
repartition presentee auparavant par Zubarev, i l  est obtenu I’expression d e  la fluctuation 
quadratique dans  u n  systeme de non-Cquilibre au  stade hydrodynamique. I I  est mon t r i  
que cette fluctuation satisfait aux conditions necessaires pour  I’utiliser comme la fonction 
de Liapounov. 11 est d imon t re  que  I’exigence d e  Liapounov d e  la stabil i t i  mine ,  en fin 
d e  compte,  a une fonctionnelle de fluctuation dont la valeur est minimale au stade 
hydrodynamique. Des estimations infinitisimales sont presentees pour les parties droites 
de deux equations de bilan: d e  I’entropie et d e  I’inergie interne. II  est prouve que le 
potentiel local d e  Prigogine et Glansdorff au cas de la conduction thermique peut &re 
deduit  de la fonctionnelle d e  fluctuation perturbie.  Au moyen d e  la formule du  princip 
d’Onsager et Machlup, on obtient les integrales de parcours correspondantes en evolution 
du  systeme au  stade hydrodynamique. 

Abstract. An expression for the square-law fluctuation of internal energy is obtained in 
the framework o f  the local equilibrium approach with the aid of  the  non-equilibrium 
distribution function presented recently by Zubarev. I t  is shown that this fluctuation 
satisfies the necessary conditions for its use as  Liapounov’s function. I t  is demonstrated 
that Liapounov’s stability requirement leads to a fluctuating functional which has a 
minimum for the hydrodynamic stage. The infinitesimality estimates of the right parts are  
found for two balance equations: energy and  entropy. It is shown that the local potential 
of Prigogine and  Glansdorff can be derived from perturbed fluctuating functional obtained 
here. With the aid o f  the well known formula of the Onsager-Machlup postulate for the 
density probability transition of a thermodynamic system from some non-equilibrium state, 
the path integrals are obtained for the evolution of the system in the hydrodynamic stage. 

1. Introduction 

L’interprttation variationnelle de la conduction thermique non-statonnaire et lintaire 
comme une synthkse de l’idee du potentiel local et de I’hypothese de fluctuation, 
prtsentte et discutke dans la strie des travaux (Rosen 1953, Glansdorff et Prigogine 
1971, Schechter 1967, Minine 1974), est bien connue: une valeur extrimale de la 
fonctionnelle 

J (  T, To) = I , I ~ [ p C . T d r O , a l + : A ( V T i ’ -  W T I d X d t -  I, Is ATV,,T’dSdt (1) 

se rtalise pour une fonction T = T”(X, f )  qui est une solution de l’equation de Fourier 
et satisfait aux conditions limites du premier ou deuxieme genre. Selon la reprtsentation 
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de  Glansdorff et Prigogine (1971), la fonction To est celle qui correspond a une vraie 
valeur moyenne de  la distribution macroscopique (‘dont i l  faut encore trouver’) de  
sorte qu’elle n’est pas soumise a la variation; la fonction T ( X ,  t )  est une distribution 
subissant envers To  une fluctuation. Etant donne que la conduction thermique est 
CaractCrisCe par le stade hydrodynamique, oh les petites fluctuations thermiques sont 
un processus stochastique Markovien, on pourrait penser qu’il n’y a aucune raison a 
ricourir au problkme suffisement clair de la thermodynamique IinCaire de non-equilibre. 
Ndanmoins, dans les divers divisions de  cet article on entend aussi par les fluctuation 
des deviations anomales de  fait de  I’application d’une approximation a priori T(X, t )  

I1 est dimontre dans I’article de  Minine (1984) qu’a I’intCgrale J (  T, To)  on est 
admis d’utiliser une temperature dimensionnelle aussi bien que celle sans dimension 
8 ( X ’ ,  Fh) ,  ou 

la recherche de  T”(X,  I )  avec methode variationelle directe. 

x = ( % Y ,  z )*X’=  (5, i, t7) t + F,, . 
La fonctionnelle (1)  se transforme alors a I’expression suivante 

[ 0  a8”/aFo+;(08)’- Ki”01 d X ’ d F h -  5,. 1, 0C,,@’ d r  dFG 
= L ( 2 )  

ou K i  = W ( X ,  r )Rf/[A( T* - T o ) ]  est une densite sans unite des sources interieures. 
Quoique la transformation formelle de  (1 )  a (2) ne contienne pas de  difficultis 

principales, pourtant I’interpretation physique de  celle-ci avance des questions. Le 
retour a la comprehension du sens physique d e  (1)  fut considirablement stimule par 
nombre d’ouvrages de  Lavenda et Santamato (1981, 1982, Lavenda 1979, 1984). Ainsi, 
dans I’article Lavenda et Santamato (1982), les auteurs dimontrtrent rigoureusement 
qu’aux processus de non-Cquilibre en presence de  petites fluctuations thermiques 
accidentelles (avec forte limitation a l’intensite de celles-ci, KJO) se realise le principe 
de  la probabilite maximale le long de  la vraie trajectoire au cours de  I’Cvolution du 
systeme dynamique. Auparavant, ceci fut accompli par Onsager et Machlup (1953) 
en cas de  la thermodynamique lineaire de  non-equilibre, et, quelques annCes plus tard, 
Ventzel et Freindlin (1972, 1984) formulerent la thtorie consequente du dkveloppement 
des systemes dynamiques sous ]’influence de  perturbations accidentelles. 

A la discussion des problemes de  la stabilite des systimes en question, les auteurs 
des ouvrages citts attirent I’attention au fait que pour tout interval de  temps en presence 
de petites perturbations le processus suit ‘le courant’ avec probabilite h a s a n t e ,  
c’est-a-dire, le long des solutions diterministes. 

Les estimations de probabiliti les plus complexes et plus fines se font a I’occurence 
du mouvement du systeme ‘contre le courant’ ou ‘a travers’ de celui-ci. 

Lavenda et Santamato poserent le probltme d’extension du principe d’Onsager et 
Machlup jusqu’aux processus stochastiques non-Gaussiens (dans les systemes ther- 
modynamiques) et la recherche d’un critere adequat de  la stabilite de  ceux-ci. Pourtant, 
leur attention ?i la stricte argumentation de  la structure et des propriktks de I’intkgrale 
de  parcours (the path integral) ne doit pas exclure un autre point de  vu a propos des 
problemes touches. 

A notre avis, quelques aspects de  l’interpretation probabiliste de OM pour la 
thermodynamique lineaire de  non-equilibre ne sont pas Claborts jusqu’au bout en ce 
qui concerne de  leurs proprietks, de  leurs portees et de  leurs applications. 

Cet article etablit le rapport entre le principe de  OM pour la thermodynamique 
lineaire de  non-tquilibre et la stabilitC selon Liapounov du stade hydrodynamique des 
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systemes. Dans la 5 2 ,  i l  est demontre que la fluctuation quadratique de  I’energie 
interne pour la conduction thermique a I’ordre infinitesimal ainsi que pour 1’Ctat 
d’tquilibre des systkmes thermodynamiques. La 8 3 de I’ouvrage est consacree a 
I’introduction de la fonction de  Liapounov qui possede le sens physique transparent. 
La condition de la stabilite du stade hydrodynamique y est etablie, et de  celle-ci on 
dkduit, en fin de compte, une fonctionnelle de fluctuation. On introduit la une 
fonctionelle perturbie coi’ncidant avec (1). 

A la 5 4 les proprietes de  deux fonctionelles sont discutees. Dans la 9 5 ,  la liaison 
est donnee entre la fonctionelle de fluctuation perturb66 et le potentiel local de  
Glansdorff et Prigogine. Le sens physique du principe de Galerkine est mentionne 
pour les problemes de  conduction thermique. 

En la derniere division, on expose le rapport entre le principe de o h i  et la condition 
de  stabiliti du stade hydrodynamique. 

2. Sur la fluctuation quadratique de I’energie dans un systeme thermodynamique de 
non-equilibre au stade hydrodynamique 

La fluctuation quadratique de  I’energie du systeme thermodynamique a I’itat d’iquilibre 
est Cgale h 

Dans un systkme non stationnaire a I’etat de non-equilibre, le Hamiltonien H et 
l’energie moyenne E sont des fonctions des coordonnees et du temps. Donc, 
I’expression ( 3 )  se transforme a la suivante: 

ou %( p ,  9, X )  et e (X,  t )  sont les densites respectives avec 

r r (4‘) 
~ ( p ,  41 = J W P ,  9, X )  d x  E ( [ )  = J pe(X, t )  d X  x = {x, .Y, z ) .  

x .Y 

La fonction de  repartition de  non-Cquilibre au stade hydrodynamique pour la conduc- 
tion thermique (Zubarev 1974) est 

ou O(X, t )  = K,T(X, t ) ,  2 est I’intigrale des Ctats en cas non stationnaire de non- 
Cquilibre. 
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La fonction de  ripartition de  non-iquilibref,( p ,  q, t )  satisfait a I’equation perturbke 
de  Liouville aux conditions limites thermodynamiques E -+ +0, V +  CO (Zubarev 1974). 

L’intigrale des &tats est 

On considtre un moment fixe du temps auquel correspond un i ta t  stationnaire de  
non-equilibre. On profite des proprietis de  la distribution qui dCcrit I’Ctat d’iquilibre 
local. La multitude de  valeurs 0, et em sera une composition des paramitres locales 
macroscopiques d’equilibre. II est clair que 

avec 

On peut obtenir une expression pareille pour la deuxitme derivie. 
Apres avoir fait la differentiation de  (6), en tenant compte du  pouvoir d’additionner 

suivant les espaces respectifs et la proprieti ( 7 ) ,  en multipliant ensuite les sommes et 
les riduisant, on aura 

ou 

avec R et R‘ des membres inconnus. 
D’autre part, d’une manitre analogue a la prickdante, on a 

En faisant la comparaison (8’) de  (9), on obtient 

D ( t ) = ( ( H - E ( t ) ) ’ ) + R  = KBpC,T2(X, t ) d X .  (10) I, 
Pour que la fluctuation D( t )  ait I’expression connue au  cas particulier T(X, t )  = 
constant en tout moment du temps t ,  apr i s  avoir applique le theortme de  la moyenne, 
il est necessaire d’admettre R = 0. 

On peut remarque que D( t )  a I’evaluation majorante 

D ( t )  s KBCu max T 2 ( X ,  t ) .  (11) x ,  1 
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Par conskquent, dans le cas de  non-Cquilibre, la fluctuation a le mCme ordre infinitesimal 
(au stade hydrodynamique). 

3. L’indice de la stabilite du stade hydrodynamique selon la methode directe de 
Liapounov 

Le stade hydrodynamique d’ivolution du systime de non-Cquilibre est dCcrit par 
I’Cquation perturbee de Liouville 

oh i 2  est I’opCrateur de  Liouville etfq Ctant la fonction de  repartition de quasitquilibre. 
D’aprks le theorime de  Liapounov sur la stabilitC d’un mouvement perturb6 (Rouche 
et al 1977), de  mCme que suivant le thCorkme de  Pojaritski sur la construction de  la 
fonction positivement difinie, le rBle de  celle-ci peut jouer (en vertu de  I’Cquation 
(12)), la fluctuation quadratique de  I’energie 

Elle posside la proprit t i  de  rCguli2rement bornCe, ce qui donnera la stabiliti aussi 
rCgulikre pour tous X et t. La procCdure de  la differentiation mene a I’CgalitC 

dr  at a t  

ou 

- & ( f F ( p ,  9, t ) - fy (~ ,  9111 d o .  

L’intCgrale 

-: I,, (H - E)*i=%(p, 4, t )  d o  

en vertu des propriCtCs des crochets de  Poisson, est Cgale a zero. La grandeur 

--: I,, (H- E)*(L -fq) d R  

conformbment au resultat itabli dans la § 2, a I’ordre infinitesimal. Avec haute prCcision 
(ordre e )  on a 

D = -4.0 

ou 

aE l a  
2 a t  

fi = - I,, H--f( p ,  9, t ) dR + - - E ’( t ) 0 
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comme la condition importante du stade hydrodynamique. Cette exigence est en pleine 
concordance avec le theoreme sur  la stabilite des solutions des equations diffirentielles 
stochastiques (Guiham et Skorohod 1968) selon lequel a la stabilitk regulitre 
assimptotique des celles-ci les moments de  deuxikme ordre sont invariables par rapport 
aux petites influences accidentelles d'ispece de  Wiener. 

On representera ensuite I'expression (15) par I'intermediaire des densitis 

On fera rCcours a I'inegalitC de  Cauchy-Schwartz. Le deuxieme terme peut Ctre reecrit 
sous forme 

"(1 a t  
pe(X, t )  dX)'=: 1 Vp'e'(X, 1 )  

L'expression dans la premiere integrale, d'apres I'evoluation bien connue, est 

1 VWp,  q, X )  m;ln-pe(X, t )  d X  < 1 W p ,  q, X )  d X  5 'pe(X, t )  d X  
a 

X a t  % a t  

< 5% V X (  p ,  q, X )  m;x -pe(X, t )  dX. 
a 
a t  

Elle peut Etre presentee sous la forme 

a 
W p ,  q, X )  d X  ./ 'pe d X  = V X ( p ,  9, X);pe(X, t )  d X  

% a t  I, 
+ s, Y ( P ,  q, x ,  t )  d X  

oh Y (  p ,  9, X ,  t )  est une fonction indeterminee. 
Aprts la substitution (17)  et (18) dans (16), on a 

ou 

(19) 

avec une fonction Q'( t )  pour le moment inconnue. Application de  I'tquation du bilan 

f ) + V  . j ( X ,  f ) = O  
a t  

apr t s  avoir fait des transformations nicessaires en ( 19), entraine I'Cgaliti 
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Introduisant la loi de Fourier, on obtient 

oh A est le coefficient de  conductibiliti thermique. 
Comme la fonction T(X,  t )  satisfait a I'equation de  Fourier (le stade hydrody- 

namique) et aux conditions limites respectives, tandis que B( t )  est Cgal a zero, donc 
Q = 0. Au cas contraire b( t )  f 0. 

Aprts l'integration, on aura l'expression d'accroissement de  fluctuation en un 
intervalle de  temps arbitraire mais suffisement grand: 

A D i = j f  (21) 

avec 

Maintenant on peut faire la soustraction de  I'accroissement AD' le terme 
j , j x  ;A(TT)? d X  d t  parce que I'un et I'autre sont des nombres. On obtient alors une 
expression correspondant a I'integrale de  fluctuation (priperturbie) 

J ( T ) = A D i - / f /  % : A ( T T ) ' d X d t  

Donc, les integrales (21) et (22) peuvent h e  appelees fonctionnelles de  fluctuation, 
lesquelles sont definies a une multitude { T (  X, t ) }  contenant aussi To( X, t ) .  Avec cela 

4. Sur I'ordre infinitesimal des parties droites dans les deux equations de bilan 

L'accroissement de la fluctuation d'energie en u n  temps t, en vertu de  la formule (19'), 
est Cgal a 

A D = { , i ,  V p C L T 2 ( ~ - J ~ ) d X d t + { l ~  5 VpC,T'J"dSdt. T (25) 

En faisant les transformations exigees, on reecrit (25) sous la forme 

A D = j ,  ~ ( - , V T ' [ p ~ + ~ z + t  a t  T -  - (f)] d X  dt. 

En designant 

J ,  = j /  T x = V( 1/ T )  c r = j . X  
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5, Vmzx l p : - u + V  - J, 

on aura 

dr = K B  

AD = 1, pC, VT2 ( p - U + V . J, d X  d t . V max pr - - U ) - 5 ,  X I ,”: 
+ V  Jvl d t  1 pC, max T2(X, t )  d X  =max  D ( t ) .  

X X, 1 

Mais 2tant donnC 

D( f )  = KBpC,T2(X, t )  d X  5, 
i l  en resulte donc 

Par consequent, on a 

L’expression i I’intCgrale est I’Cquation du bilan d e  I’entropie sous forme locale. 
De la formule (19’), on peut en obtenir une autre, contenant 21 I’intCgrale I’Cquation 

du bilan de I’Cnergie interne. Pour ce but on n’y a qu’ i  employer le thCoreme de  Gauss 

d X d t s I 1  V m ; x l F + V . j l  d t [ X p C r m a x  T ( X , t ) d t  

=max  D. (30) 
X .  1 

D’ou on observe 

V mfx 1 :+ V j 1 d t = K max T (31) 
X. I 

et la norme d’operateur 

L=pC,a / a t -AA 

est tgale respectivement 

et enfin, on a A Ccrire 
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On peut rtmarquer de  ces Cvaluations que pour les systkmes d e  petites volumes le 
dtfaut engendre aux tquations de  bilan (28) et (31) a une tendence a s’agrandir et 
leur violation sera considtrable. Cela est bien accord6 avec la condition de  l’alteration 
du  stade hydrodynamique au sens du  limite thermodynamique ( E  + +0, V --f 00). 

I1 est facil de  noter que d’apris les estimations ( 2 5 )  et (26) sous I’expression de  
fluctuation AD’  c’est une temptrature rtlative 6 = T -  To qui peut y figurer, ce qui est 
dttermint par la structure A D ’  et, ii la fois, par I’ordre de sa valeur. 

En partant de  la fonctionnelle de  fluctuation (21) ou (22) i l  est ais6 a passer vers 
la fonctionnelle d t j a  connue et perturbte par T ( X ,  t ) ,  A savoir: 

J ( T ,  T o ) = { , { x  ( p ° C ~ , T ~ + $ A o ( G T ) Z -  d To W o ( X , t ) T  

( 3 5 )  

le terme WoT Ctant rtlie a I’introduction au  Hamiltonien (4’) du membre qui d tpend  
du  temps et des coordonnCes 

% ( p ,  9, x, 1) = w p ,  4, XI + X ’ ( X  0 
ce qui donnt ra  le terme mentionnt P T  apres le calcul de la valeur moyenne statistique. 
Apptlerons desormais (35) fonctionnelle de fluctuation perturbke. La prtsentation de  
celle-ci sous cette forme introduit, d’une faGon formelle, la mtthode directe des 
variations. La fonction To( X, t )  est une vraie moyenne dont la fluctuation est (normale) 
thermique a la grandeur (ATZ) -  KBToZ/C,. Tandis que la tempirature T ( X ,  1 )  est 
celle qui subit des fluctuations aupres de  T” avec des modes anomales dont I’ordre 
peut etre plus grand 

(AT‘)>> K g T Z / C , .  

Dans un contexte de  rtsolution du problime de  la conduction thermique a I’aide 
de  la mCthode variationnelle, la fonction fluctuante de  temptrature a des anomales a 
cause d’une approximation Ci priori. 

I1 est facil i demontrer que la fonctionnelle de  fluctuation perturbCe J (  T, To)  est 
partout convexe (en haut) pour les fonctions T ( X ,  t )  qui sont construites comme une 
strie de  Fourier. La valeur maximale J (  T, T o )  est negative: 

J(T”, T o ) = - { , {  f A ( V T ” ) 2 d X d f .  
Y 

Comme la fonction T = To  correspond i la condition d’extrtmum, la fonctionnelle 
J (  T, To)  atteint le maximum global. Ceci prouve I’utilisation de  la fonctionnelle 
perturbte et donc la mtthode directe des variations. Au moyen d’une transformation 
de  celle-ci, elle peut etre faite partout positive, convexe, avec la valeur minimale pour 
T = To: 

(36‘) J’ (  T, T o )  = IJ( T, To)l. 

5. Sur le rapport entre la fonctionnelle de fluctuation perturbee et le potentiel local de 
Glansdorff et Prigogine 

Ce n’est pas difficile de  s’assurer qu’a I’aide des transformations identiques c’est la 
formulation variationnelle appClCe par Glansdorff et Prigogine ( 197 1)  comme la 
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mithode du potentiel local qui peut etre deduite de la fonctionnelle de fluctuation 
perturbke. On va inscrire la fonctionnelle (35) sous la forme 

J ( T ,  T o ) = / ,  5 ,  ( ~ " C U T ; N + : A " ( T ) ( T T ) '  a T o  AO(T)TG,T"dSd t .  

On la modifiera puis B la forme suivante: 

) d X  dr 
p"C:' dT" 1 A"(T)T ' (TT)?  

T 4  
J ( T , T O ) = f l ] \  T'(-- T a t  +- 2 

Utiliskrons maintenant le developpement A"(  T) T' en serie 
le premier terme (Glansdorff et Prigogine 1971) 

condition que I'on garde 

A ( ) (  T ) T ?  = A " T ~ ) ~ +  6 ( h 0 ~ ? )  6 (  A"T') -+ 0 

et, ayant applique le t h e o r h e  de  la moyenne, on a 

O h  

J ' (  T, T") = p J (  T, T o )  p = 1/  7'. 
L'expression a la premitre inttgrale (37) est bien semblable a celle qui est appellee 
dans I'ouvrage (Glansdorff et Prigogine 1971) comme Lagrangien. Mais le signe aupr2s 
du terme dT"/dt dans (37) est positif tandis qu'il est negatif devant la m i h e  expression 
dans le potentiel local (voir 10.23 dans le bouquin cite): 

1 a To 1 0 0 2  Y (  T, T o )  = -p°C:- -+?A T ( V  T - ' ) 2 .  
T a t  

Le potentiel local meme y est present6 comme suit 

@( T, T o )  = 2( T, To)  d V. i" 
Par ailleur, on peut rtmarquer que I'integrale superficielle est eliminie sans motivations 
suffisantes. La valeur nigative de  ce terme dans le potentiel local de Prigogine et 
Glansdorff n'est pas expliquee au point de vu physique. Pourtant, 2 condition que 
I'on construise la variation du potentiel local comme une d e r i d e  faible au sens de  
Gateau, aprks avoir applique le th ior tme de  Green, on peut obtenir I'tquation de  
Fourier. 

La variation du Lagrangien se presente (Glansdorff et Prigogine 1971) sous la forme 

T =  T o  
a To  (3) T" = V (  A'V T o )  - p°C:,- 
a t  

et il n'y a aucune indication a son origine. 
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D’autre part i l  est necessaire de souligner particulierement que la procedure de 
reduction de  la fonctionnelle de fluctuation perturbee a la forme du potentiel local, 
contraint le changement du signe a I’inkers aupr t s  du terme d T ” / d t  afin d’obtenir 
I’Cquation de Fourier qui resulte de la variation de  T-’ (mais pas deja de T ) .  

Par consequent, on peut constater que le potentiel local de  Prigogine et Glansdorff 
pour les problemes non-stationnaires de la conduction thermique, est formule avec 
des points vagues en ce qui concerne le fondament de  deux aspects importants: la 
structure du Lagrangien et la procede variationnelle, a toutefois l’origine de fluctuation: 

( i)  d’une part c’est la valeur minimale (zero) du produit en temps de  la fluctuation 
de I’energie le long de vraie solution a chaque instant; 

(ii) d’autre part c’est la rialisation sous forme locale et inttgrale des equations du 
bilan de  I’energie interne et de  I’entropie au stade hydrodynamique; 

( i i i )  enfin, c’est l’accroissement minimal (zero) de fluctuation de  I’Cnergie au stade 
hydrodynamique des systemes durant tout interval du temps. 

L’interpretation physique et les proprietis de  la fonctionnelle de  fluctuation permet- 
tent de  considerer a nouveau de  certaines mithodes variationnelles qui furent pratiquies 
pour la solution des problkmes de la conduction thermique. 

Ainsi, la mithode de Galerkine, laquelle traitere-t-on (Glansdorff et Prigogine 197 1 ) 
comme celle qui n’a pas le sens physique, est une procide d’aborder des problkmes 
en question developpee dans cet article. La grandeur infinitesimale de la fluctuation 
de  I’energie est garantie au stade hydrodynamique, o i  les fluctuations anomales, causees 
par une solution approximative, doivent etre riduites aux normales (thermiques) avec 
la valeur moyenne (( f - To)’) - KH To’/ C,  tandis qu’une approximation 7 tend a la 
distribution la plus probable par rapport au celles-ci. Lorsque I’on exige que des 
fonctions d’essaie soient orthogonales au difaut de  I’Cquation de  Fourier 

j, ?L( 7 )  d X  = O  

cela correspond i l’expression 

ce qui coi’ncide avec la demande du minimum du produit de la fluctuation quadratique 
moyenne a chaque instant du temps le long de  la solution dkterministe f =  T”. 

La condition integrale d’orthogonalite 

j, I,, f L (  f )  d X  d t  = 0 

n’est que la fonctionnelle diterminee ci-dessus qui represente l’accroissement 
infinitesimal de la fluctuation de l’inergie au stade hydrodynamique. 

6. L’integrale de parcours au sens d’Onsager et Machlup et l’interpretation 
variationnelle de fluctuation de la conduction thermique 

Comme Onsager et Machlup (1953) dimontrkrent, la densite de  probabiliti de  la 
transition d’un systeme thermodynamique d’un Ctat de  non-Cquilibre a un autre est 
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avec le diveloppement sur la base de l’iquation du bilan de l’entropie sur la trajectoire 
diterministe. 

Etant donne 

donc B l’approximation des lois IinCaires, on peut reprisenter la somme des potentiels 
de dispersion sous forme - 

s=  ++ cc, = s+ss  (39) 

oh S S  est un excts du produit de I’entropie dans le systkme le long du parcours avec 
I’influence de petites fluctuations accidentelles comme un processus de Markov. 

En substituant S S  sous forme de partie droite perturbie B deux composantes, on a 

ss= ( 6 - V . j J d X  I, 
ensuite, aprts avoir replaci (39) et (40) en la formule (38), on obtiendra 

oh les termes risponsables a la source de I’entropie et au flux de celle-ci doivent Stre 
consideris comme perturbis. C’est dii soit aux fluctuations immanentes soit aux 
perturbations exttrieures (diterministes). 

Le principe de OM est maintenant exprimi comme I’intigrale de parcours contenant 
a l’increment l’iquation du bilan de I’entropie et, B la fois, l’iquation cinitique 
stochastique avec le bruit blanc (ou colore) a condition de son petit intensiti. Si 
l’iquation du bilan est rCalisCe (le stade hydrodynamique), la probabiliti B cette 
transition f(r , ,  t i  Ir,, t 2 )  + 1. Elle sera aussi Ccrasante au cas de la fontionnelle de OM 

gineralisie par Lavenda et Santamato (1982). D’ailleurs, B condition que la partie 
droite de I’iquation perturbee 

p d s l d t  = 6 - V  * j, 

satisfasse aux restrictions de Lavenda et Santamato (1982), (par exemple K J O ) ,  il  
suffit, peut Stre, de se borner a l’incrkment de norme attenuee: 
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Tenant compte des transformations faites plus haut a la fonctionnelle de  fluctuation 
perturbte (voir la 5 4),  on peut Ccrire (42) sous la forme 

C’est ainsi que la fonctionnelle de  fluctuation est, dans ce context, une inttgrale 
de  parcours pour un systeme thermodynamique de  non-tquilibre en Cvolution 5 la 
conduction thermique. 

L‘expression a l’intigrale est alors le Lagrangien 

at  
(44) 

et le multiplicateur K ,  m a x , ,  TI va jouer le r6le d’une mesure du produit de  fluctuation 
5 ,  L d t  au cours du processus dissipatif. Le produit de  fluctuation est minimal aux 
petits bruits thermiques (normales) pour le stade hydrodynamique; il diffire essentielle- 
ment de  z t ro  quand les deviations, dGes aux diverses causes, ne se soumettent pas aux 
circonstance du processus accidental d’espece du bruit blanc. 

Lorsque l’on utilise la fonctionnelle de  fluctuation perturbte, la formule de  OM 

peut t tre prtsentte comme suit 

;A ( Y  T)‘) d X  d t - A TV,, To d S  d t I ]  (45) 

O U  

Q = e x p ( -  2K,max T 2  1, I,x ;A(VT’)’dX d t )  

est le facteur de normalisation. 
La densitt de  probabiliti a un maximum aigu pour T = To. En vertu du fait que 

la fonctionnelle de  fluctuation perturbte est convexe sur l’enveloppe lintaire des 
fonctions orthogonales, la probabilitt perturbte sera aussi une fonction convexe. A 
la fonction T = la probabilitt est constante et maximale, c’est-a-dire S f (  T, T o )  = 0 
et la mtthode variationelle est valable. 
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